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ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS.

Dada una funcién continua £ = f(X, Y) cuyas primeras derivadas parciales

existen, se dice que dZ es la diferencial total si se cumple que:

dz = 6fdx+afdy
OX oy

2 2
Dada la funcidén f (X, y): 2X° + 3Xy o 4y la diferencial total es:

dz = (4x +3y)dx + (3x — 8y)dy

Ahora si la funcion es constante, C=f (X1 Y) se cumple que:

0= afdx+afdy
OX oy

La forma diferencial M (X1 y)dX+ N(X1 Y)dy es una diferencial exacta en
una region R del plano XY si corresponde a la diferencial total de una funcién

C="1(xy).

La ecuacion diferencial M (X; y)dX+ N (X1 y)dy - O, se dice que es exacta

si es la diferencial total de alguna funcién f (X, Y)= C :

Dada una ecuacion diferencial M (X, y)dx+ N (X, y)dy =0 donde las

funciones M(X, y) y N(X; y) y sus primeras derivadas parciales son
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continuas en una regién R del plano XY, se dice que es una ecuacidn diferencial
exacta si se cumple que:

oy  OX

Por ejemplo. La ecuacion diferencial:

(2xy2 + yex)dx+ (2x°y+e* -1)dy =0

Es una ecuacion diferencial exacta , ya que

M(X,y) = (2xy2 + yex) v N(x,y)=(2x°y+e*-1)

M _yie N
De donde oy =aXy+¢€ y 87_ Xy +€ con lo que se tiene:
oM . ON
———=4xy+e" =~
oy OX

Dada una ecuacion diferencial exacta M (X; y)dx+ N(X, y)dy =0 , para

solucionarla debemos encontrar una funcion f(X1 y) =C que cumpla con la

of 0
condicién: M (X’ y) — aix y N (X, y) =

f
dy , para lo cual debemos.

oM oN

1) Verificar que se cumpla la condicidon de exactitud. @y OX
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2) suponer que (X’ y) = Ay , para luego integrar con respecto a x, dejando
OX

a y como una constante, es decir resolver: f (X1 y) — J- M (X, y)dx + g(y) .

3) Derivar la funciédn encontrar con respecto a y e igualarla a la funcién
N (X1 y) . es decir plantear:

Z;: ;qM (X, y)dx)+ g’ (y)=N(x,Y)

4) Encontrar 9()’) , sustituirlo en la funcion f(x,y) e igualarlo a una constante.

EJEMPLO. ENCONTRAR LA SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL.
(2xy2 + yex)dx +(2x°y +e*=1dy =0

1) Ya verificamos que era una ecuacién diferencial exacta, donde:

M (X,Yy) = (2xy2 + yex) v N(x,y)=(2x’y+e*-1)

i (27 + ye')
2) Suponemos que: @7X =M (X’ y) - 2Xy Tye y resolvemos para X,

f (X y) = [ M(x, y)dx+g(y)
= _|'(2xy2 + yex)dx+ g(y)
= xy* +ye* +g(y)

3) Derivamos la funciéon encontrada con respecto a y e igualamos N.
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af 2 X /
——=2Xy+e" +qg'(y)
oy

2x°y+e* +g'(y)=2x’y+e* -1

g'(y)=-1
a(y)=-y

4) Luego la solucién de la ecuacion diferencial es:

X°y? +ye*—y=C

EJEMPLO. ENCONTRAR LA SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL.
2 2 3 .
(y Cosx —3x°y — 2x)dx +(2ySenx— x>+ Lny)dy =0

1) Verificamos que es una ecuacion diferencial exacta, donde:

M(X,y) = (yZCosx—szy—Zx) y
N(X, y) = (2ySenx— x> + Lny)
oM

_ » ON ,
Derivando, W = 2yCosx —3x y 87 = 2yCosx — 3x

o _ y°Cosx — 3x°y — 2X

2) Suponemos que: OX B y resolvemos para X,
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f(xy) = [ M(x, y)dx+g(y)

= j(yZCosx—szy— 2x)dx+ g(y)
= y*Senx— x’y — x>+ g(y)

3) Derivamos la funcion encontrada con respecto a y e igualamos N.

o _ 2ySenx—x° +g'(y)

oy
2ySenx— x* + g’(y) = 2ySenx — x* + Ln(y)
g'(y)=Lny

g(y)=yLny -y=y(Lny -1)
4) Luego la solucion de la ecuacion diferencial es:
y*Senx— Xy — x° + y(Lny —1)= C

Otra forma de resolver la ecuacion diferencial exacta es mediante la aplicacion de
los diferenciales, asi al resolver

(y2Cosx—3x?y — 2xJdx + (2ySenx—x° + Ln'y)dy =0

Realizando las multiplicaciones se tiene

y“Cosxdx —3xydx — 2xdx + 2ySenxdy — x°dy + Ln y|dy =0

Agrupando términos

(yZCosxdx + 2ySenxdy)— (3x2 ydx + x3dy)— 2xdx+ Lny|dy =0

En la ultima expresion se puede analizar que
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2
y Cosxdx + 2ySenxdy Es la diferencial total de yzsenx es decir

d (y*Senx) = y*Cosxdx + 2ySenxdy

2 3 3
3X de+ X dy Es la diferencial total de X Y es decir

d(x’y) = 3x*ydx + x’dy

2
2X0dX Es 1a diferencial total de X° es decir

d(x*) = 2xdx
I—nydy Es la diferencial total de YLNY =Y es decir

d(yLny-y)=Lnydy
O Es Ia diferencial total de una constante O es decir
d(C)=0
Luego la ecuacién diferencial se puede expresar como
d(y’Senx) —d(x’y) —d(x*) +d(yLny — y) =d(C)
Integrando se llega a la solucion de la ecuacion diferencial

y*Senx—x’y —x*+yLny—y=C

y?Senx—x*y —x* + y(Lny -1)=C
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ACTIVIDAD.
1) (3X2 - 2XY)dX +(4y° —x*+3)dy =0
2) (ySenx — Seny)dx — (xCosy + Cosx)dy =0
3) (3X2 + 2Xy2)dx +(3y* +2x°y)dy =0
4 (2xy —Tany)dx+ (x* — xSecy)dy =0
5) (X3 + y3)dX +(3xy?)dy =0
6) (3x2y + ey)dx +(x°+xe’ —2y)dy=0
7) (X -y + yZSen)dx = (3Xy2 + 2yCosx)dy

g) (5x+4y)dx+ (4x —8y*)dy =0



